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1 1.

Sistemul e format din 3 parti : corpul de masd ml, resort de lungime initiald 1 (resort nedeformat)
cu N spire si masa m0 si corpul de masa m2. Studiul oscilatiilor acestui sistem se poate diviza in 3 parti.

moO

I. Mai intai vom analiza contributia resortului la oscilatiile sistemului. Studiem, asadar, contributia
masei acestuia la oscilatiile armonice ale sistemului. In acest model un corp e fix, iar celdlalt oscileaza
liber impreuna cu resortul.

Miscarea sistemului oscilant e descris de o pulsatie w data (pe care noi o vom calcula ulterior) si o
valoare a amplitudinii A.
Consideram o portiune y de resort si a amplitudinea extremitatii sale.

Deci a = AY.
Notam cu j numarul de spire din portiunea de lungime y, asa ca a = A%,
Cum contributia masei resortlui se gaseste in energia cinetica a sistemului, vom calcula energia cinetica
a resortului Ecrzcgre este suma energiilor cinetice a fiecarei spire.
Ecr = Z;V mle o
care devine:

_ mOw?A? N .2
FEcer = “onNS Zg J°.

Folosind hintul cu suma si limita, avem:

2 2 . . . . .
FEcr = %, deci contributia masei resortului este mr = m?o’
IT. Vom analiza contributia resortului si masei m2 atarnate de acesta la energia cinetica totala a

sistemului, energia celor 2 fiind Ecr2.



2
%m7 unde me = 22 + m2 este

2 2 . . .
Ecr2 = mowg A2 4 m2“’20 42 care mai poate fii scrisa ca Fer2 =
masa echivalenta a celor 2 componente.

ITI. De acum avem un nou sistem echivalent, corpul de masa ml, si ansamblul de corpuri (resort
si corpul de masa m2) cu masa me. Pentru noul sistem echivalent avem de-a face cu un caz clasic de

oscilatii, in care se introduce marimea cunoscuta drept masa redusa a sistemului:

u = -2me “care se deduce din legile de miscare a corpurilor ce alcatuiesc noul sistem echivalent.

ml4+me
-d%221-5 ml= —kzl + kze " .
5 dt unde x1, xe sunt coordonatele de pozitie ale corpului de masa m1,
-d*regzme= —kre + kxl
. . . ~ . . . . . v . 2
respectiv me la un anumit timp t in cadrul oscilatiei. Pentru miscarea armonica se impune ca — ddtrgl
. 2
= —w?zxl si fddt””f = —wlze.

. o k(ml4+me) k(m1+%’0+m2)
Deci w = V mlme _v ml(mTO—&-mQ) :

Numeric, w = 22.821rad * s~ 1.

2 2.

Pentru un sistem oscilant cu componente cuplate in paralel avem ca atat constanta elastica echiva-
lenta cat si modulul Young echivalent Ee (pe care trebuie sa il aflim) se calculeaza ca suma acestor
parametri specifici fiecirei componente (cilindru elastic si resort) in parte. Astfel:

Ee = Er + E, under Er, E sunt modulele Young ale resortului si respectiv a cilindrului.

Pentru resortul fara masa (considerat ideal), folosind legea lui Hooke, avem ca Er = ’;—g Ne ramane
sd aflam E. Pentru aceasta vom analiza oscilatiile sistemului cilindru + resort, a caror perioada T a
micilor oscilatii o cunoastem.

Vom aborda asa-numita ”varianta energetica” a studiului oscilatiilor.
I.Fie Ecc= energia cinetica a cilindrului in urma unei deformari mici x (dx) cu rata de dilatare .

FEcec = JT'YZ, unde J=momentul de oscilatie a surubului fata de discul fata de care e suspendat iar

v = %. Folosind hintul, avem ca:

2
(1) Ecc = % = Fec, care corespunde energiei cinetice totale Ec a sistemului deoarece resor-

tul e considerat ideal(fara masi) si acesta nu contribuie decét la energia potentiala elastica a sistemului.

II. Fie Epc si Epr energiile potentiale elastice ale cilindrului elastic, respectiv a resortului.

Introducem acum constanta de elasticitate a cilindrului kc = ET

2
Pentru deformarea cu x avem ca: Epc = k%
Stiind ca S = pﬂL si ca x = eL, putem scrie:

m €2
(2) Bpe = M7=

Acum vom calcula expresia energiei potentiale elastice a resortului. Bineinteles, aceasta este:
_ ke’L?
(3) Epr = =5

Din (2)+(3) ne rezulta energia potentiala elasticd totala a sistemului Ep.



(4) Ep = Epc+ Epr

Prin impartirea relatiilor (4)/(1) si, amintindu-ne ca v = 9 gasim ca:

w? = 12(;75 + &), deci

w=F =120 + 551)

De aici, scoatem modulul Young E al cilindrului:

7,r2
E= (W - pSLL)PL2

Acum putem gasi Ee:

_ (. k 2 | kL _ m°pLl® KL
Ee= (g — op)PL” + 35 = 37 — 35

Inlocuind numeric avem:

Ee=568,7 Pa.

3 3.

Analogia mecano-electrica consta in:
l.q—m
2.j— 7
i 1 _ Ag
J=35= ats
3 m
Dec1, Z —> AtS

Din analiza dimensionala, avem :
(1) [Z]si = kgxs~Lxm™2
(2) Z = p®EP, este impedanta acustica in functie de densitatea mediului si modulul s&u Young.
(3) [plsi = kg + m~>

(4) [E]si =kg+«m™! xs72

Din (1),(2),(3),(4) rezulta ca kg * s~ 'm=2 = (kg™ * m™3%)(kg® * m~P x s725)
De aici vom forma sistemul:

l=a+p
-1=-24 Solutiile acestui sistem sunt: a = 5 = %
2=-3a—-p

Deci Z = +/pE

Numeric Z = 1.697 * 10%kg * s~ '+ m~2

4 4.

Avem 2 situatii privind evolutia miscarii unei picaturi: (1) cadere libera si (2) urcare sub actiunea
campului electric generat intre cei 2 electrozi.

Scriem legile de miscare pentru fiecare situatie in parte, tinand cont de faptul ca viteza terminala, care
se atinge in momentul in care acceleratia rezultanti este 0, se atinge instantaneu (vezi hint). Miscarea
se face doar pe verticala.



(1)G-FA-F1=0, unde G, FA, F sunt modulele greutatii, fortei arhimedice si fortei de frecare la
coborare/in cidere (forta Stokes).

(2)Fe-G+FA-F2=0, analog, cu precizarea ci Fe este modulul fortei electrice si F2 forta de frecare
la urcare.
Deci:

(1) (p— pO)V = kvl

(2) ¢% — (p— pO)V = kv2, V fiind volumul constant al picaturii iar intensitatea E a campului
electric dintre electrozi care apare in expresia fortei electrice Fe=qE devine E = %

(3) De asemenea avem : vl = % (folosind hintul), picitura coboard pe distanta h cu viteza v1,
necunoscuta, in timpul t1. Analog, v2 = %

Din (1)+(2) si folosindu-ne de relatia 3 rezulti:

U _ 1 1
af =kh(GE+5)
Deci sarcina specificd L devine:

m

4 _h k1l 1
m ~ U m(tl + t2) 5
4”; 23, ajungem la

Cunoscand toti parametrii de mai sus (si calculand mai intai masa picaturii m =
urmatoarea valoare numerica:

4 = 1.456%10° C/kg

5 .

QLN CONBUCTOR

Aplicand principiul II al mecanicii pentru componentele fortelor ce actioneaza asupra corpului in
cazul In care sarcina este deplasata pe distanta x in jos, avem :

ma = mc(%” = -mg + 2k(x+Al0)cos’a +
zatoare pozitiei echilibrului mecanic initial.

2
WE(%W, unde AlQ este dilatarea resortului corespun-

Folosind Teorema lui Pitagora generalizatd, din triunghiul format de resorturile dilatate, avem:

12 = 22 + 102 + 2210cosa0, x << 10, rezulta
1?2 = 10% + 22l0cosa0, deci folosind inegalitatea lui Bernoulli 1 = 10(1+4 £9520)
De aici se explica de ce forta elastica pe directia verticala este:



Fe=2k(1-10-Al0)cos?a,unde o« — o) — 0
De 2aici rezulta : )
mEZ = -mg + 2k(x+Al0)cos®a + 5l (1 -22)
2
Din conditia de echilibru se stie c& mg - kAlOcos?a0 + Tokngz = 0, deci
m‘é%” = 2kxcos?a0 -

2
Totngs X, 0 ecuatie de tip armonic din care extragem pulsatia

2 )
w = \/ q _ 2kcos?a0

8memho?3 m

Inlocuind numeric vom avea ca w=25,15 rad*s~!

a. F=uv= ‘Z—Tv, este forta exercitata de rotor asupra aerului (respectiv de aer asupra rotorului)
dm

G =u= pS(vl - v2), pentru sectiunea tubului de curent pri care curge aerul cu debit masic constant
in timp u.
Vom itera 2 definitii ale puterii pe care le vom utiliza pentru a afla v1.

(1) P = Fv = pSv3(vl - v2)

(2) P = &2 = 1pSv(v12-v2?), de aici ridicam relatia (2) la patrat si o impartim la relatia (1) si
avem ca:

P=1pS(v1+v2)?(vl-v2), dar 2 = a deci

P=1pSvi(1+a)?(1+a)

[ 4P

m]%7 iar numeric vl = 1279 m/S.

vl =
b. v2 = a*vl

Din (1) si (2) reiese ca v =22 deci v = 8,6 m/s (viteza la nivelul rotorului).

7 7.

Problema se reduce la una de optimizare spatiala (optimizare geometrica) si apoi la una de numarare.
Trebuie gasita geometria necesara dispunerii spatiale a eolienelor care asigura respectarea tuturor
cerintelor si dispunerea unui numar maxim de eoliene.

Este intuitiv si usor de observat (folosind hintul) ca aceasta configuratie corespunde aseazarii a
cate unei eoliene in varfurile unui patratel pana la umplerea spatiului disponibil cu eoliene.

In desenul de mai jos, suprafata delimitata de linii rosii, respectic liniile rosii, corespunde spatiului
disponibil dispunerii eolienelor. Fiecare eoliani este reprezentatid de un punct negru aflat in

varful unui patratel.

Observatie: exista 2 varfuri (cercuri cu cotur galben) in care nu pot fii dispuse eoliene deoarece nu
ar fii respectate restrictiile.

Se deduce ca numarul maxim de eoliene este N=213.
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8 &.

Pentru a scrie ecuatia de miscare a unui electron, introducem mai intai o acceleratie gravitationala
echivalenta g* care reiese din actiunea celor 2 campuri, gravitational si electric ale caror intensitati
sunt antiparalele (]| E).

gr=g+%;
Din teoria balistica se deduce ecuatia parabolei:
2,2
y = xtgh — %%, unde deja am inlocuit g cu g*, iar 6 este unghiul de lansare.
Inaltimea maxima la care ajunge electronul fata de punctul de lansare este ym = ”022‘;%29.

1—cos26
2

Stiind ca sin?6 = , relatia aneterioara devine:

2
ym = v0 (14;92{0829) (1)
Distanta maxima atinsa de corp este :
0°sin26
am = 5= (2)
Folosim (1) si (2) pentru a gasi expresiile sin26 si cos26 si apoi le inlocuim in bine-cunoscuta relatie
5in?26 + cos?20 = 1. De aici rezulta:

(B + (1 - 52 =1 (3)

002 v02



(3) este ecuatia elipsei cautate de noi, pe care mai simplu o putem scrie astfel :

2 ,—b)? 2 . . .. 2 . . . .
-+ 7(3""1)2 > — 1, unde a = —Sg* este semiaxa mare a elipsei si b = % este semiaxa mica a elipsei.
. . 2 . .
Din desen se observa ca latus rectum are lungimea [ = 22=. Inlocuind a si b, rezulta :
a b

| = w02 v0?

T dgx T A(g+<E)

m

Numeric (avand in minte observatia imediat calculabila ca g << <£) avem ca 1 = 6.82 mm.

9 9.

a. Fie v = viteza de rotatie aparenta a componentei B in jurul componetei A.
Urmarind figura, reiese ca:

(1) 2(R14+R2) = vtl
(2) 2(R1-R2) = vt2
Prin impartirea relatiilor (1) si (2) ne rezulta in cele din urma ca :

R2 _ t1—t2
R1 — ti+t2

Numeric, % = 0.387

b. Fata de centrul de masa al sistemului, momentul rezultant al fortelor este 0. Avem deci:
M1r1=M2r2, M1,M2 masele componentelor si r2,r2 razele orbitelor

Cum d >> rl,2 folosim aproximatia sinf — tgf — 6 si gasim raza orbitelor in functie de
unghiurile de observatie a acestora si distanta d fata de Terra:
r1=dé1 si r2=d62

. M2 _ rl_ 61
Deci, 77 = 5 = %

2 3
Dar —%% = %—%37 asa ca rezulta:
p2 _ R1%01

p1 = R2362
Utilizand rezultatul de la subpunctul a, avem ca:

p2 _ (t1+t2)3 91

pl — (t1—t2)3 62
Numeric, Z—f = 0.517.
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