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PROBLEMA I. CICLUL ATKINSON
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Se acorda 0,1 puncte pentru fiecare transformare si 0,1 pentru reprezentarea fiecirei calduri.
(b) Folosind ecuatia de stare a gazului ideal si legile transformérilor, obtinem:

_ 1% v _ _NRT5 _
P2 = D1 Vi P4 =DpP3 P5 = Ve Pe = D1

1
NRTs\ 7 2=t
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Se acorda 0,25 puncte pentru fiecare parametru scris corect.

(¢) Lucrul mecanic in transformérile adiabatice este:

L12 = —AUlg =cNR (TQ - Tl)
L45 = 7AU45 =cNR (T5 - T4)

In transformarile izocore nu se efectueaza lucru mecanic:

Ly3 = Lsg =0



Lucrul mecanic in transformérile izobare este:
Lyy =p3 (Va—V3) = NR(Ty — T3)
L61 = D1 (Vl — V6) =NR (Tl — T6)

Lucrul mecanic efectuat intr-un ciclu este:

L = Lo+ L3y + Lys + L1
:CNR(T2_T1 +T5—T4)+NR(T4—T3+T1—T6)

Se acorda 0,4 puncte pentru calculul lucrului mecanic pe fiecare dintre cele sase transformari si 0,6
puncte pentru calculul lucrului mecanic total efectuat intr-un ciclu.

(d) In transformarile adiabatice nu este schimbat# cdldura cu exteriorul:

Q12 =045 =0

Caldura schimbata in procesele izocore este:

Qgg = AUQg = CNR (Tg — TQ)
Q56 = AUse = cNR (Ts — T5)

Caldura schimbata in procesele izobare este:

Qs34 = (C+ 1)NR (T4 — Tg)
Qo1 = (c+1)NR (11 — Tp)

Caldura schimbata intr-un ciclu este:

Q" =Q23+ Q3a =cNR(T5 —T2) + (c+ 1)NR (Ty — T5)

Se acorda 0,3 puncte pentru calculul caldurii schimbate pe fiecare dintre cele sase transformari si 0,2
puncte pentru calculul céldurii totale primite intr-un ciclu.
(e) Folosind definitia randamentului, obtinem:
_ L (-1 + T -Ty)+ (T - T3+ T — Tp)
oo o(Ts = To) + (e + 1) (Ts — T)
(T —To+ Ty —T5) + (v = 1) (T3 = Ty + T — T1)
(T3 = T3) + v (T — T3)

Se acorda 0,25 puncte pentru scrierea corectd a definitiei randamentului si 0,75 puncte pentru calculul
corect.
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PROBLEMA II. VERIFICAREA EXPERIMENTALA A LEGII
STEFAN-BOLTZMANN

Definitia Proporzitia (a) Ecuatia pentru temperatura absolutd a filamentului este:

B 1 R(t)
T—273+ﬁ <\/a2+45 (Ro—l) —a>

(0,4 puncte)

U(V) [IA) [V (mV) | T(K)
1 2.2 0.15 672

2 2.8 | 0.62 983

3 3.45 | 1.3 1160
1 1 |22 1300
5 4.45 | 3.2 1430
6 4.9 4.45 1540
7 5.3 5.9 1630
8 57 | 75 1720

(1,6 puncte, cate 0,2 pentru fiecare valoare corect calculatil)
(b) Folosim proportionalitatea P/S ~ V. In acest caz putem rescrie ecuatia din enunt ca V = CT",
unde C este o constanta care depinde de geometria sistemului si de functionarea fotodiodei, dar care
nu ne intereseazd. Vom aplica logaritmul natural in aceasta relatie:

InV=InC+nlnT

Notam y=InV siz =InT:
y=nx+InC

Dependenta obtinuta este de forma y = Az + B.
(¢) Avem tabelul auxiliar:

T (K) | V(mV) | x=In(T) | y=In(V) | xx vy Xy

672 0.15 6.5103 -1.8971 | 42.3835 | 3.5991 | -12.3507
983 0.62 6.8906 -0.478 47.4805 | 0.2285 | -3.294
1160 | 1.3 7.0562 0.2624 49.7896 | 0.0688 | 1.8513
1300 2.2 7.1701 0.7885 51.4106 | 0.6217 | 5.6533
1430 | 3.2 7.2654 1.1632 52.7865 | 1.3529 | 8.4508
1540 4.45 7.3395 1.4929 53.8688 | 2.2288 | 10.9572
1630 | 5.9 7.3963 1.775 54.7058 | 3.1505 | 13.1281
1720 | 7.5 7.4501 2.0149 55.5037 | 4.0598 | 15.0112

(3 puncte)
Prin aplicarea formulelor din enunt ajungem la tabelul:

N | S, Syx Sy Sy Syy A 52 8?4 sa 5.041s 4

£

8 | 57.0785 | 407.9289 | 39.4073 | 5.1216 | 15.3101 | 4.1903 | 0.0038 | 0.0055 | 0.0744 | 0.3751

Deci n = 4.19 £+ 0.38. Alegem n = 4, pentru a respecta conditia ca n s fie un numar intreg.
(3 puncte)
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PROBLEMA III. ELEMENTE DE FIZICA MATEMATICA

(a) Putem scrie ecuatiile de miscare, inmultind-o pe a doua cu i:
0=3i+20 — 0z
0 =ijj — 2Qid — %y

Putem aduna aceste ecuatii pentru a obtine
0 = (& +ijj) + 2Q(y — iz) — Q*(x + iy) = 7j + 2Q(y — i) — O?n
(1 punct) Observim ci
y— it = —i(t+1iy) = —in
Asadar,
0 = ij — 20 — Q%

(0,5 puncte)

(b) Putem introduce 1 = ae*t:

0 = A2ae* — 2iXQae — Q%ae™

Apoi putem elimina factorii comuni si obtine

0=X2—2I\2— Q%= (\—iN)?
Vedem ca \ = €.
(c) Folosind raspunsul nostru de la partea (b) si a = Ae'®, avem
n(t) = Ae!?t+e)
(0,5 puncte)
Folosind identitatea Euler, avem
x(t) + 1y(t) = Acos(Qt + @) + iAsin(Qt + ¢)
Partea reald si cea imaginara devin
x(t) = Acos(Qt + @)
y(t) = Asin(Qt + ¢)
(1,5 puncte)
(d) Consideram ecuatia diferentiald data:
o _ 0
ot Ox2
Putem introduce (x,t) = Ae** = pentru a gasi
_iwAeika:—iwt _ _kZGAeik;E—iwt

astfel Incat

w= —ik?a
(e) Observim cé ecuatia Schrédinger liberd ia forma ecuatiei céldurii, dar cu
__ih
- 2m

Apoi, folosind raspunsul de la partea (d), avem



hk?
W= -—
2m
(f) Putem inmulti ambele parti ale raspunsului de la partea (e) cu % si folosind E = hw si p = hk,

obtinem

p2

T 2m

Un impuls clasic are forma p = muv, deci aceasta ne di energia clasicd pentru o particuld liberd (asupra
cireia nu actioneaza nicio fortd, deci nu exista energii potentiale in sistem):

1
E = Zmu?
2mv

(g) Consideram ecuatia Klein-Gordon:

1ot mie
2 o2 Ox2 B2

Putem, la fel ca inainte, si introducem o presupunere ¢(z,t) = Ae?** =¥t Aceasta conduce la

$=0

2 2.2

w o o méc o
tkx—iwt 2 tkx—iwt tkx—iwt __

2 Ae + k“Ae + T Ae =0

Anuland termenii comuni, vedem c&

m2ct

w? = k262 +

(1 punct)
sau

24
w=+4/k?c+ mh;
(0,5 puncte)

Observam cé atat w pozitiv cat si negativ rezolva ecuatia Klein-Gordon. Observatia este esentiala in
contextul informatiilor din nota de pe subiect, legate de existenta antimateriei. Ultimele 0,5 puncte
se acorda integral doar dacd sunt prezente ambele solutii. Pentru o singura solutie se acorda jumaéatate
din punctaj.
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PROBLEMA IV. PENDULUL CICLOIDAL

Definitia Propozitia
(a) Se scriu coordonatele punctului de pe cerc:

x = R(p —sinyp)

y = R(1+ cosyp)

Deoarece functiile trigonometrice sunt periodice, deci reductibile la primul cerc, prezenta explicita a
unghiului ¢ considera deplasarea rotii pe sosea, departarea fata de origine.
(b) Trebuie aflate componentele vitezei pe cele doud axe, pentru a afla viteza corpului.

i = R(p — cos o)

Y= —Rsinpy
v? =% + 9% = 2R%$*(1 — cos p)
(1 punct)
Alegand axa Ox ca nivel de energie potentiald nula, avem:
mv? 2 :2
E= —— tmgy = mR=p=(1 — cos p) + mgR(1 + cos p)

(0,5 puncte)

(¢) Asupra corpului nu actioneazi forte disipative, deci energia totald este constantd. Derivata sa in
raport cu timpul este astfel 0.

(0,5 puncte)

dE
< = mR?(1 — cos ¢)2¢@ + mR? sin pp® — mgRsinpp = 0

Se va putea ajunge la:
1
Siﬁ%@—l—icos%gf — %COS% =0

Folosind substitutia din enunt si dervand de doué ori, se obtin ecuatiile:

i=—sin 2 4
22
¢ ¢° P
i = cos —— —sin ——
2 4 22
De aici se obtin componentele primei ecuatii, care se va rescrie:
.. g
U+ -—=u=0
iR

De aici, T = 27 %.
(2,5 puncte)

(d) Perioda este de forma T' = 27 \/g , asemenea pendulului gravitational (semnificatia acestei lungimi
va fi explicatd ulterior). Diferenta majord fatd de pendulul gravitational este ci nu am aproximat
nicéieri c& oscilatiile sunt mici, deci pe cicloida se obtine un izocronism riguros, in timp ce pe cerc apar
abateri pe méasura ce unghiul creste.

(e) Vom nota cu s lungimile arcelor de cicloida.

ds =vdt = Ry/2(1 — cos ) dt = Ry/2(1 — cos ) dp
ds = 2Rsin % de
(f) S& ne imagindm, pentru analogie, ci ¢ = 2wt.

d
d—: = w4 R sin(wt)



De la oscilatorul armonic stim:

y = Acos(wt)
d
d—i’ = —wAsin(wt)
Obtinem:
s = —4Rcos %

Considerand valorile extreme pentru ¢, obtinem S = 8R.

Nota: Se accepta si solutiile bazate pe folosirea calculului integral. Metoda aceasta introduce, de fapt,
notiunea de raza de curburi, care are in cazul cicloidei formula 7 = 4R sin £.
(g) Deoarece s = —4Ru, ecuatia va lua forma:

.. g
< s=0
S+4RS

(h) Corpul trebuie si se afle permanent pe cicloida, deci |A] < 4R (jumitate din lungimea totald a
acesteia). Din cele doud ecuatii scrise pe cazul general pentru oscilatorul armonic, prin ridicare la
patrat si adunarea functiilor trigonometrice, reiese:

v,
s%—&-—O:AQ
w

|, 4R
sg+%g4}z
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PROBLEMA V. COLIZIUNI
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Figura 1: Sistemul laboratorului . . .
Figura 2: Sistemul centrului de masa

TOTAL: 10p
In urma corectarii, s-a valorificat cu pana la jumitate din punctajul pentru itemul/pasul aferent
pentru abordari unidimensionale ale coliziunii, daca rationamentul a fost corect si calculul dus pana

la capit.
(a) Exprimati vitezele si impulsurile din sistemul centrului de masi. (1.5p)
Rezolvare: Urmarind indicatiile din text:

Pom = D1, + D2,i = MiT1;

- mivy
oy = ———— 1
oM my + ma ( )

(0.25p)
Pentru a trece din SCM in SL, se tine cont ca la vitezele din SCM se adauga viteza centrului de

masa;:

i =01+ Tom (2a)
Vo = V2 +Tom (2b)

(0.25p)
Astfel, dupa axa Ox, exprimam modulele vitezelor:

o (3a)
Vi =V — VoM = a
1,0 1,2 CM my + my 1,2
mi
Vy; = VoM = V1,4 3b
2,1 cM my + me 1,2 ( )
(2 x 0.15p) iar
phi= —T2 = g =p (4)
1,2 my + mo 1,3 1,2 2,3
(2 x 0.1p)
In SCM avem impuls total 0, deci p/ 1 tDP e = 0. De asemenea avem conservare de energie,
" 2 52 52
P1,z‘+P2,i :p1,0+p2,o (5)

2my  2ms  2mp  2mo



din care reiese ca si impulsurile de iesire sunt egale ca marime cu pvy ;.

(02p)
;b my
Ul m U1 my + mo Y1, (6a)
/ H mi
= = vy, 6b
2,0 ma v my + mg VL (6b)
(2 x 0.15p)

(b) Demonstrati ci vectorul vitezei relative este mdirime invariantid (nu depinde de
sistemul de referintd ales) si cA modulul acesteia este mirime conservati in urma coli-
ziunii. Demonstrati cd unghiul y prin care viteza relativa isi schimba orientarea in urma
coliziunii este de asemenea invariant. (1.5p)

Rezolvare:

Ne putem inspira din ecuatiile (2a,b) pentru a scrie in general o transformare intre doui sisteme
de referinta (1) si (2), de exemplu, pentru vitezele de intrare:

i) = + i (7a)
Ty = T4 + T (7h)
= Eilz) - ﬁé,lz') = ﬁﬁ) + Uo — 17522 —Up = _)522 - éi- = V12,

(0.25p)

Asadar am demonstrat ci viteza relativa la intrare este mirime invarianta. Acelasi lucru se mentine
pentru vitezele de iesire. Marimile |T12;|, [Uh2,6], U124 - U12,0 sunt de asemenea invariante.

(Invariantii 0.25p)

Afirmém ca |#h2,| = |U12,0]. Pentru aceasta, este suficient sd gésim un singur sistem de referinta
unde egalitatea este adevirati. De exemplu, in sistemul centrului de masi, am demonstrat rel. (3a),
(3b), (6a), (6b), din care reiese cd modulul vitezei relative inainte si dupd coliziune este acelasi si
anume v; ;. Marimile fiind invariante, aceasta se mentine in toate sistemele de referinta.

(0.5p)

Folosind invarianta lui @2 - 12, cu remarca de mai sus, reiese si cd /(U124,7012,0) 1= X este un
invariant, deci vectorul viteza relativi se roteste cu acelasi unghi in toate sistemele de referinta.

(0.5p)

(c) Folositi cantititile invariante de la subpunctul b) pentru a calcula vitezele finale in
sistemul laboratorului (2p)

Rezolvare:

Vectorul vitezd relativd are modulul vy ; si face unghiul x = 67 fatd de directia initiald a acestuia
(acest lucru din urma se datoreazé invariantei unghuiului x ). Scriem, in sistemul laboratorului:

V1,0 — Us,o = V1,0(€ COS X + €, sin X) (8)
(0.25p)
De asemenea, din conservarea impulsului:
MU, + Mol o = M1V 4 9)

(0.25p)
Din rezolvarea sistemului de ecuatii liniare (8), (9) reies vectorii vitezelor finale

L, mp+mgcosxy M2

R - 10
V1,0 Ul,l(e:v my + My + ey m1+ moy S X) ( a)
Ty = - T:L_lm2 v1,5((1 — cos x)€, — sin xéy) (10b)

(1p)



(m3 4+ m3 + 2myma cos x)/?

V1,0 = V1,4 my+m (lla)
2
2my . X)
_ ) A 11b
V20 e — V148N (2 (11b)

(0.5p)

(d) Exprimati unghiurile din sistemul laboratorului: 6;,6; de deviere de la directia
initiald de miscare a particulelor si unghiul final dintre ele, a. In ce conditii este acest
unghi egal cu 90°? (1.5p)

Rezolvare: Ne folosim de expresiile (10a), (10b) pentru a extrage:

Mo sin Y
tan(f,) = ———— 12
an( 1) m1 + Mg COS X ( a)
_ sin x _ (K): =X 192
tan(f2) T cosy cot 5 tan (2 ), (12b)

(2 x 0.5p)
iar semnul minus din eq. (10b) lipsind la (12b) inseamni cd am considerat magnitudinea lui 6.

T — ,

Pentru conditia de unghi oo = 01 + 62 = 5, avem in vedere ca 0y = X, asadar 6, = % — tanfy =
sin

1+ cosy

(0.5p)
Alternativ, intai se calculeaza unghiurile si apoi vitezele. Daca s-a constatat cd a fost urmata

aceastd rutd, s-a distrbuit punctajul de 3.5 puncte corespunzitor. Ludm relatiile (2a), (2b) si le
descompunem dupé cele doua axe Ox si Oy:

, care prin comparatie cu expresia (12a) conduce la concluzia ci my = ms.

v oco8(fy) =i, cos(6]) +vom - v ,sin(6})
o . tan(6;) = : 1
v1osin(fy) =) ,sin(6]) = tan(01) v) ,cos(07) +vom (13)
Similar 5.
(0.75p)
Atunci,
3 /
tan(fy) = — 25000
(6a) mg cos(0]) + my
= s ’ (14)
1) __sin(@) 01
tan(fy) = — tan [ L
1+ cos(0)) 2
(0.75p)

Discutia unghiului « se poate face acum analog ca mai inainte. (0.5p)
Aplicand conservarea impulsului pe axele Ox si Oy:

M1 08N 61 = Mmavg , sin O (15a)
M1, COS O1 + Mavg , cOS O = myvy (15b)
(0.25p)
sin 92
Vo =V1i——Fp 5~
’ ’ 5111(91 + 92)
sin 0, (16)
V2,0 = U1,

‘ Sil’l(91 + 92)

(2 x0.25p)
Inlocuind expresiile de la (14) pentru a le recupera pe cele familiare din (11a), (11b).
(0.75p)
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(e) Exprimati pierderea relativa de energie pentru particula 1 in sistemul laboratorului,
ca functie de unghiul y. in ce conditii transferul de energie de la proiectil la tinta este
ideal? (1p)

Rezolvare:

Folosim ecuatia (11a) pentru a scrie pierderea relativd de energie a particulei 1:

2 2
Tii—Tio Vii— Y, 2myme

dmime . 5 (X
€ = = = = = 1—cosy) = ——=sin <7> , 17
(X) Tl,i U%,i (ml +m2)2( X) (ml +m2)2 2 ( )

din care se observd cid transferul de energie este maxim in cazul in care y = w. Dacéa in plus
my = ma, €(x) = 1, adicd particula 1 este opritd complet si particula 2 preia intreaga energie.

(0.75 expresie finald + 0.25p discutie )

(f) Presupuneti ci particulele de tip 2 formeazi un gaz ce ocupi un spatiu suficient de
mare, cu densitatea volumica n, la temperatura T. Astfel, coliziunile se intampla aleator,
ne-existand o directie preferata in spatiu. Presupuneti cd m; < my si ca energia initiala
a particulei 1 este mult mai mare decat energia termica a gazului.

Ce distantd medie este parcursi in gaz de cédtre particula 1, pentru ca energia acesteia
sad fie atenuata pana la termalizarea cu gazul? Estimati timpul necesar pentru a ajunge
la aceasti termalizare. (2.5p)

Rezolvare:

Se accepta si rezolvarile care nu au efectuat aproximatiile indicate.
2m1m2

Media functiei sin? (%) dupa unghiurile permise x = [0, 27] este 1/2, asadar € = ﬁ ~
my -~ m2

2m1

——. (0.25p)
ma

Energia cinetica a particulei 1 dupa N coliziuni trebuie s& devina comparabild cu energia termica
in mediul de temperatura T:
_ 3kpT
2

Tl(,JZ) = le(l — E)N =~ Tl,i(l — NE)

mao 3/4;BT
— N~ —|(1-
2m1 ( 2T17i )

(18)

(0.25p scrierea energiei dupd N coliziuni, 0.25p egalarea cu energia termicd, 0.25p rezolvarea
ecuatiei)

Avand in vedere o estimare tipica a distantei interatomice in gazul 2 ca d n~1/3 (unde se accepta
diverse constante de proportionalitate), distanta parcursa de particula 1 in gazul 2 pani la termalizare
este de ordinul:

_ mo —-1/3 3]€BT
L=N — 1— 1
d o 2m1n ( o7, (19)
(0.5p)

Conform cu ecuatia (18), viteza particulei 1 dupd coliziunea N este vg) = v1i(1 — N2 deci
timpul scurs intre coliziunea N si coliziunea N-+1 este de ordinul:

d 1
(N) _ % - —\—N/2
T = x 1—¢€ 20
0 ) (20)
(0.25p)
Timpul total scurs se poate calcula insuméand toate intervalele intre coliziuni:

L d 1

o —\—N/2
= o X — 2Nl —€
N_OU(N) nl/gvli N_O( )
1,0 ’

T = E}’VOZOT(N)
(0.25p)

Se poate presupune ca N > 1, asadar in membrul drept avem o serie geometrica de ratie (1—¢)
Asadar:

-1/2.

11
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PROBLEMA VI. MECANICA CEREASCA

1. Notiuni de baza

Sectiune de teorie, fara cerinte.

2. Satelit in jurul Paméantului

(a) (0.5 puncte)

(dmin + R) + (dpmas + R) = 2a
dmin + dmaz

2
= a = 11250 km

=a=R+

(b) (0.5 puncte)

dmaz + R=a-(1+e¢)

dma:r + R
e=———1
a
= e~ 0.33
(¢) (0.5 puncte)
T2 _ 472a?
G(m+ M)

472a3
M= Ma~M=T>=——
m << m 4+ aM

a
T =2ray) —
- " am

=T ~ 3 h 36 min 23 s

(d) (0.5 puncte)

72 _ 4n?a?
GM

72 _ 4r2a?
P GMg

2
T ap\3
Tp a
= Mg ~1.99-10% kg
3. Ciocnire cu modificarea orbitei(3 puncte)
Avem de-a face cu o ciocnire plastic, deci scriem conservarea impulsului total:
Pi = DF = my01 + mavy = (mq + me)¥

Ridic&m aceasta relatie la patrat, tindnd cont ci cele doud viteze sunt perpendiculare (deci v -v5 =
0):

22 2 2 2,2
mivi + mivs = (m1 + ma)“v

(m1 + ma)2v2 — m2v?
= Vo = 5
m3

13



Conform legilor miscarii circulare uniforme, viteza satelitului inainte de ciocnire este data de

miM mlv%
R2 R
GM

R

F=F,&G
=l =

Viteza ansamblului de dupa ciocnire se afla cu ajutorul energiei pe elipsa:

(mq + ma)v? B G(m1 +mo)M _ _G(m1 + mo)M

E =
2 Tq 2a

unde r, = R (elipsa este tangentd la cerc in punctul ciocnirii, care va reprezenta apogeul) si r, = %,

deci a = W% = %. Obtinem deci

, 2GM

Y T3R

Inlocuim cele doua viteze in expresia lui vy pentru a obtine

(em) - ()]

GM
R

Vg =

4. Intalnirea satelitului cu nava-mamsi(3 puncte)

Scriem legea de conservare a impulsului total. Avand in vedere ci vitezele finale sunt pe aceeasi directie
cu cea initiald, dar sunt in sensuri opuse, putem trece relatia direct la modul
m U= Uy

(m—&—M)v:mvp—Mvn:M: .

Elipsa pe care va orbita satelitul este tangenta in perigeu, deci 7, = 2R si r, = 16R. De aici,
a= W% = 9R. Viteza in periheliu se obtine din energia totald pe traiectoria eliptica

2
B muv meMp _ meMp
2 Tp 2a
2v/2
= 0v= Tu,

unde am notat u = 1/%. Pentru viteza navei dupa desprindere, o vom scrie ca functie de perioada

de orbita, stiind ca nava face patru orbite in timp ce satelitul face doar una.

27 - 2R 4R 167 R
Un = = =
T, T, /4 T,

a 54T R 8
Kepler III: T, = 2 = = — 2
epler A ma, | G, " = vy, o7 U (23)

Viteza ansamblului inainte de desprindere este, conform legilor miscarii circulare uniforme:

GM, 1
v= —u
2R V2
Inlocuind cele trei viteze, obtinem
1 _ 8
m 3 21
M L2287 025
V2 3



5.

Investigarea unui sistem binar

(a) (1 punct) In cazul celor doud corpuri reale, perioada respecti legea a IlI-a a lui Kepler:

T2 _ 4n2a?
© G(My + M)

Pentru sistemul masa totald-masa redusa, perioada este data de

9 472a? 472a? 472a? 9

Glu+ M)~ GM ~— G(M, + My)

unde s-a folosit aproximatia p < M = p+ M ~ M. In cazul fortelor, pentru sistemul real avem

My M.
F—C 12 2
a
iar pentru cel echivalent
M, My
; ABM AT (M + My) MMy
F7G7a2 =G= 2a2 =G p =F
Pentru energia potentiala, scriem in cele doua cazuri:
My M.
E— _qMiih
a
My M
El _ _G/J’M — _G Mll"r]\;2 (Ml +M2) — GM1M2 —_ E
a a a ’

deci cele doud sisteme sunt echivalente din punct de vedere al perioadei, al fortei si al energiei
potentiale.

(1 punct )Conditia ce trebuie indeplinitd este ca unghiul sub care se vid stelele cu ochiul liber
(notat « - vezi figura) s fie mai mare decat §6:

A
> 66 >1.22—
a>00=a> D

Pentru ci « este foarte mic (de ordinul minutelor sau secundelor de arc, in general), vom folosi
aproximatia tan x ~ x astfel:

@ ean & 5 a N a
—=~tan— == = — o= —
2 2 d 2 d
Deci, conditia noastra devine:
a A Ad
-2>2122==a2>1.22—
= D~ "=""D

= q > 39.6-10% km
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Observator

M-

Figura 3: Unghiul sub care se vede sistemul binar cu ochiul liber

Subiect propus de Mihai Dragomir, Facultatea de Fizicd, Universitatea din Bucuresti (student) si
Liceul Teoretic ,,Mihat Ionescu”, Bucuresti
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PROBLEMA VII. TURBINE SI ENERGIA SALTULUI HIDRA-
ULIC

1. Intelegerea Fenomenului (2.5 puncte)

Din relatiile de conservare a (1) debitului de masa 1 si (2) impulsului elementului de fluid care face
saltul intrece cele 2 inaltimi :

(1)
phlL’Ul = thL’UQ
@ 1 1 1
mivy + ipgh%L = Mavy + Epgth = mivs + §pgh§L
Unde in (2) am considerat derivata impulsului in functie de timp pentru a evalua fortele de presiue
dinamica (primul termen) si hidrostatica (al 2-lea termen) in cazul elementului fluxului de apa, precum

si debitul de masa constanta. Pentru a aproxima forta de presiune hidrostatica am folosit hintul cu
centrul de greutate al elementului de fluid, astfel F(h) = p(h)S = pgh x ZL. In realitate, ecuatia de

miscare se rezolva foarte usor prin calcul integral, anume Fy(h) = :12 pgLhdh de-a lungul curgerii
globale intre cele 2 inaltimi. (2) devine:

1
v = h2§9(h2 + h1)
Cu mare usurinta putem gasi expresia lui hs, inlocuind in (2) viteza dupa salt a fluxului de apa dat
de (1).
®3)
h1 h% 2h111%
3 + 1 +

De aici (folosind iar hintul), energia potentiala disipata pe lungimea D este: (4)

hy =

AE, = pgLD(h3 — h?) _ pgLD R 2k hy hi N 2hiv?
2 2 2 h 4
Analog, ecuatia se rezolva prin integrarea termenilor E,(h) = :1 > pgLD hdh Calculam mai intai
energia specifica totala:
V2 — o2
Ae = B + g(hg — hl)
In functie de h; si hg, schimband variabilele din (3), putem scrie
2 g ha
=Z—=(hg + h1).
U1 2 hl ( 2+ 1)
Substituind si tinand cont de (1), ajungem la expresia energiei pierdute:
(h1 — ha)®
Ae =g———— <0
I dhohy

Pentru energia totala disipata, avem ca:

v — vt | pgLD(hi — hi)

Rescriem in functie de variabilele date:

hi h
AE = pLD  Z(hy + h) (-2 — “2)(hg — h1) + L(hy — h1)(ha + h1)
1 he Iy 2
h27h2 h27h2
AE = pgLD-2—1 (24 1 2
P9 4 ( s )

care este < 0 pentru h; < (v/2 — 1)hy. Cum energia se disipa in caldura si turbulente ale fluxului de
ape (datorate vascozitatii acesteia), putem presupune ca cele 2 tipuri de caldura sunt pierdute prin
diferenta de energie potentiala si cinetica (sau distributiv, intr-o prima aproximatie).
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2. Turbine de apa si aer

(a)

(1.25 puncte) Folosind teorema Steiner, calculam momentul de inertie total al turbinei fata de axa
centrala, perpendiculara pe rotor (si spite). Mai intai, calculam momentul de inertie al unei spite
fata de axa centrala a rotorului. Axa este dispusa fata de centrul de masa al spitei la distanta
R+ %, deci:

m l
o= 2 bio
.5 12(l +w”) +m(R+ 2)

Tar momentul de inertie total, pentreu turbina cu 8 spite (si din considerente geometrice de simetrie)
devine:

M 2 2
I= w + %(4[2 +w?) +mR(l+ R)
Randamentul este definit ca : I
"

L este lucrul mecanic efectuat de sistem iar in cazul nostru acesta este egal cu energia de rotatie

Erot = %, iar caldura primita este energia totala disipata de jetul de apa in urma saltului hidra-

ulic, anume:

h2 _ h2 h2 _ h2
AE =pgLD-2 "L (o4 L 2
Pg 1 ( e

Din conditia ca o = %, reiese ca:

1 Iw? AFE

2 oAE YTV T

(0.75 puncte) Stim ca pentru un ciclu Carnot care opereaza intre 2 temperaturi extreme, ran-
damentul poate fi scris ca:

To
ne =12 =018

Cu corectiiile de masa de apa evaporata, randamentul devine (in cazul mentinerii aceleasi viteze

de rotatoe):
L

" AE — Amg(hy — hy) + AmA + cAm(T — Tp)
_ 2AE+31u?
"~ 29Ah — X\ — c¢AT

Ui

Am

Deci 2gAh > A + cAT), ceea ce fizic ar avea sens doar pentru Ah >
DA se poate ajunge la asemenea inaltimi.

% = 12.15 cm, teoretic,

(1.5 puncte) Din schema de mai jos putem trage concluzia ca:

_ L, Qcl_, Qu
K Qp Qp Q12 + Q23

corespunzator racirii izobare (4-1) si incalzirii izocore (1-2) si izobare (2-3). Caldura schimbata
de-a lungul adibatei este nula.

1
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P 'y
Pz = P3 ————————————————— 2
P1 = Pq_ """" 1 ,
Vl = Vz

Cp(Tys —Th)

—1-
g Cy(Ty — Th) + Cp(T5 — Ti)

Stiind ca : % = =y si ca pentru izobara (4-1) : % = % = a, dam factor comun Cy si T;:
Y(a—1)

77:1_ T T T
(f-1) e (7 -7)

Prin manipularea relatiilor bine cunoscute ale unei adibate, rezulta ca:

T Ts (Ve (a7 (aTp\T
Ty ali  \Vs T\ W T\

T Ts

% = b, deci:
T, (b\ 7
2-()
Asa ca:

T ) e )

Numeric, 7 = 5.66%, un randament mic.

Eficienta celei de a 2 turbine devine (in urma colectarii vaporilor in incinta camerei turbinei
Rankine)
v(a—=1)

T T, _ T Am)
Bo1) 4 (B-R)+bm

Pentru Am = 2kg, nra = 52% > 50%, o valoare aproximativ 10 ori mai mare ca cea anterioara si
mai mare decat cea a turbinei Pelton singulare (din bl).

77R1:1_<

Pentru, randamentul ansamblului de turbine cuplate (Rankine si Pelton b2), avem ca:
Ne = M *Nr2 = 9.78% < 50%

Asadar, este nevoie de o cantitate mult mai mare de apa vaporizata pentru a asigura imbuntati-
rea randamentului global (comparativ cu cel initial al turbinei Pelton) sau cresterea temperaturii
maxime.
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(d) (2 puncte) Pentru a evalua comportamentul unui ciclu Rankine politropic, ne vom referi la familia
de politrope a unui gaz oarecare (vapori, in cazul relatat).

Familie de politrope

P 210
160
n

110

60

10 A b A A A 4
07 08 09 10 11 12 13

Intuitiv, pentru n < v (exemplu: izobara cu n=0 sau izoterma n=1), curba PV este mai plata
iar caldura Q schimbata pe parcursul unei transformari (destinderi) P;V; — PyVy este Q > 0.
Sistemul primeste caldura pentru a facilita destinderea gazului, procesul fiind mai lent decat cel
adiabatic in care gazul se destinde repede si energia se epuizeaza astfel incat (Q=0); sistemul are
nevoie sa primeasca caldura pentru a face fata dinamicii gazului.

Cu cat indicele politrop creste cu atat scade energia, pana atinge punctul de 0 (transformarea adi-
abatica). De aici, n > v, curba PV devine mai abrupta, volumul creste mai rapid iar temperatura
scade, se cedeaza caldura mediului, deci Q < 0.

Aceste considerente se pot deduce matematic urmarind relatia data in problema, astfel ca,in apro-
pierea punctului de intersectie a politropelor, de o parte si de alta a acestuia, putem presupune ca
schimbarile de presiune si volum, AP << P; r, AV << V; ¢ sunt foarte mici:

Pf<PiSin>Vi

PV — BV,
Aonlitrop = CVV (Tf - Tl) - f;:fl
PiVy = BVi _ Pr(Vy = Vi) + Vi(Py — B)

n—1 n—1

v—1
~Cy(Ty —T;)——
unde am aproximat P¢(Vy — V;) lucrului mecanic efectuat intr-un proces izobar (care pentru o
variatie de temperatura foarte mica se poate aproxima cu Cp(Ty — T;), iar V;(Py — P;)V, de
asemenca pentru un AT foarte mic, tinde spre —Cy (T — T;).
Deci, pentru intreaga caldura schimbata pe parcursul acestui proces obtinem:

Q=Cy(Ty - Ti)g

Reiese imediat ca pentru n > v — @ < 0 iar pentru n < v — Q > 0.

In problema noastra, pentru a imbunatati randamentul turbinei Rankine, trebuie introdus un
surplus energetic, deci sistemul primeste caldura @ > 0 — n < . In noua definitie a randamen-
tului vom adauga contributia politropei la caldura primita, ¥ — n in cadrul transformarilor

termodinamice:
B Cp(Ty —Th)
n=1-
Cy(Ty — T1) + Cp(Ts — Ts) + Cy (Ty — T3) (g)
p=1- V(a—1)
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Randamentul este maxim daca:g—z = 0. Dupa prelucrarea derivatei, obtinem:

=) (@Dt — a1 (1) (5) ) =0

Ecuatia este una transcendentala si se poate rezolva doar numeric, pe computer, motiv pentru care
NU se cere solutia. De asemneea se observa ca relatia are sens fizic cand n > 0 doar pentru a > b
(in cazul nostru a < b, 3 < 3.2). Daca a < b, matematic vorbind, trebuie sa indeplinim conditia
can <1, deci @ > 0. Daca n indeplineste si n < 0, pentru un asemenea proces, si Py > F;, deci
gazul se comporta diferit, similar unui sistem care primeste o cantitae mare de caldura. Cu o sursa
energetic suficient de puternica (clar nu o simpla turbina Rankine), din punct de vedere teoretic,
un asemenea motor termic ar putea deveni realizabil. Totusi, la limita, aceast supozitie violeaza
principiul I termodinamicii pentru ca un sistem nu poate primi o cantitate nelimitata de caldura.
In concluzie, orice n numeric am gasi, un asemenea ciclu nu ar putea avea o utilizare practica (date
tehnologiile actuale, momentan...)

Nota. Procesele politrope sunt procese termodinamice complexe. Pentru o tratare
riguroasa si o intelegere profunda a evolutiei acestora, in teorie si practica, se recurge
la calcul integral si analiza matematica de nivel inalt ( tipic universitar). Calcule
detaliate se pot gasi in cursurile open source ale facultatilor de fizica sau site-uri
dedicate. Citez: UC Berkeley, https://www.tec-science.com/.

3. Randamentul turbinei Pelton (2 puncte)

Relativ cu turbina (spitele turbinei), curentul de apa are viteza v, = v — vy. In sistemul fix, inertiia,
al albiei raului, viteza absoluta a jetului devine vy = v, +v = 2v — vs.
Calculam forta cu care jetul de apa ce curge cu debitul constant q actioneaza asupra spitei, in cazul

in care turbina nu se afla in totaliate in apa (fluxul de apa este proportional cu raportul sectiunilor
2

S . h
transversale ale turbinei si jetului de apa, —=%:

RS
h2 whi
F = —pq(vy — vg)ﬂ'th—% = 2pq(vy — U)R—g2

Pentru a calcula randamentul, avem nevoie de lucrul mecanic efectuat, corespunzator miscarii turbinei
in contact cu apa, sau derivata acestuia, puterea. Puterea o aflam din definitia momentului fortei,
T = QP, unde momentul fortei il putem caracteriza prin miscare de rotatie cu 2 = %, reamintindu-

Ro’
ne ca v este viteza tangentiala a spitelor in contact cu apa.

. hj v 7h}
L=P=2 — V)= *Rg*x — =2 —V)—=
pates )+ Rox o = 2pan(es ) s

Randamentul devine (m este masa elemetului de flui cu debit constant:

L P

NR = —< = —

Qp Qp

) 2 v2

Qp = mf = CIEQ
4pqu(vy —v) Thj
NR= ——5— % &3
quy R§

Subiect propus de Diana-Stefania Catand, Facultatea de Fizicd, Universitatea din Bucuresti (student)
st ELI-NP, LDED
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