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e Fiecare problema valoreaza 10 puncte. Nu se acordd puncte din oficiu.

e Rezolvati fiecare problema pe foi separate, completand pe fiecare pagina toate rubricile prezente:
pagina, numele echipei si problema pe care o rezolvati (numéarul sdu, conform acestui document).

e Scrieti eventualele intrebari cu privire la subiect pe o foaie de hartie, apoi oferiti foaia suprave-
ghetorului vostru. Mentionati in dreptul fiecarei intrebari numéarul problemei si autorul acesteia,
confom foii cu subiecte. Veti primi raspunsul la intrebari sub forma unui mesaj scris.

PROBLEMA I. CICLUL ATKINSON

James Atkinson a fost un inginer britanic care a proiectat mai multe motoare cu ardere interna. Ciclul
termodinamic care ii poartd numele este o modificare a ciclului Otto, menita sa ii imbunéatateasca
eficienta. Compromisul pentru obtinerea unei eficiente mai mari este o sciadere a lucrului mecanic
efectuat pe ciclu. Ciclul Atkinson idealizat constd in urmétoarele procese reversibile:

1 — 2 : compresie adiabatica
2 — 3 : incalzire izocora

3 — 4 : incalzire izobara

4 — 5 : expansiune adiabatica
5 — 6 : racire izocora

6 — 1 : racire izobara

Se considera cunoscute volumele Vi, Vo, Vi, presiunile p; si ps, temperatura 75, precum si numéarul
N de moli de gaz. Energia interna a gazului ideal este de forma U = ¢NRT, unde c este o constanta
ce tine de natura gazului, iar R este constanta universald a gazului ideal.
Cerinte:

(a) (1 punct) Trasati diagrama ciclului Atkinson in coordonate p — V. Reprezentati pe diagrama
portiunile in care gazul primeste sau cedeaza caldura.

(b) (3 puncte) Aflati valorile necunoscute ale parametrilor gazului (volum, presiune, temperaturd) in
fiecare dintre punctele 1 — 6.

(¢) (3 puncte) Aflati lucrul mecanic efectuat pe fiecare portiune a ciclului si lucrul mecanic total
efectuat intr-un ciclu.

(d) (2 puncte) Calculati cildura primitd de gaz pe fiecare portiune a ciclului si cildura totald primita
pe parcursul unui ciclu.

(e) (1 punct) Calculati randamentul ciclului Atkinson.
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PROBLEMA II. VERIFICAREA EXPERIMENTALA A LEGII
STEFAN-BOLTZMANN

Un corp negru este un model fizic pentru un corp care absoarbe toata radiatia primita si emite radiatie
electromagnetica. Temperatura unui asemenea corp se stabileste prin echilibrul intre radiatia emisa si
cea incidentd (primitd). Modelul este o idealizare a corpurilor reale, numite corpuri gri, care pot, de
exemplu, si reflecte o parte din radiatia incidenta. Presupunem ca radiatia emisd de un corp negru in
unitatea de timp pe unitatea de suprafata respectd o formula de tip lege de putere:

P/S =oT"

Aici T este temperatura absoluta a sursei, iar o si n sunt constante. Din considerente dimensionale,
exponentul n trebuie sa fie intreg. Prin P am denumit puterea emisa de corp, iar prin S, suprafata sa.

Putem verifica aceasta lege folosind un bec cu un fir care are o rezistentd ce depinde puternic
de temperaturd. Colectand valori pentru U si I, putem deduce rezistenta sa (deci si temperatura,
cunoscand constantele materialului), in timp ce tensiunea produsa de o fotodioda (V) ne oferd puterea
radiatd de acest corp. Presupunem o dependenta patraticd pentru rezistenta filamentului becului de
temperaturd (¢, exprimatd in scara Celsius), conform expresiei:

R(t) =Ry (1+ at + Bt?),

Aici Ry =0.15Q, a =4.82-10* K ' si § =6.76-10"7 K2
Tabelul cu datele experimentale obtinute este:

UV) [ 1A) [V (@mv)
1 2.2 0.15

2 2.8 0.62

3 3.45 | 1.3

4 4 2.2

5 4.45 | 3.2

6 4.9 4.45

7 5.3 5.9

8 5.7 7.5

Cerinte:

(a) (2 puncte) Calculati temperatura absolutd a plicii pentru fiecare determinare experimentali.

(b) (2 puncte) Pornind de la formula presupusd in enunt pentru radiatia emisd de corpul negru,
propuneti o metoda prin care sd obtineti o dependenta liniara intre doud multimi de valori cal-
culate pe baza valorilor experimentale. Indicatie: pe baza datelor experimentale se pot calcula
marimi (pe care va trebui s le identificati) intre care se poate stabili o dependenta liniara.

(¢) (6 puncte) Folosind metoda propusi anterior, calculati valoarea rezultatd din experiment pentru
n, precum si eroarea acesteia. Avand in vedere informatiile din enunt, propuneti o valoare pentru
n, in baza experimentului.

Indicatie: Fie o multime de N perechi de date experimentale (x1, y1), (22, y2), ..., (N, yn). Presu-
punand o dependentd intre acestea de forma y = Ax + B, coeficientii A si B iau urmatoarele valori
pentru care abaterea dintre dreapta dusi printre puncte si datele experimentale este miniméa (metoda
celor mai mici patrate):
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Urmatorii coeficienti pot fi folositi pentru calculul erorilor:
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Pnetru N = 8 miésuritori, eroarea se poate scrie pentru un grad de incredere de 99.9% de forma
+5.041s 4 pentru A si £5.041sp pentru B.

Sursa datelor folosite in acest experiment este documentatia producitorului PHYWE, disponibila
la adresa web:
https://wuw.phywe.com/experiments-sets/university-experiments/stefan-boltzmann-s-law-of-radiation-with-an-amplifier_
9515_10446/
Nota: In aceastd problemi s-a folosit punctul in locul virgulei pentru separarea zecimalelor unui numir.
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PROBLEMA III. ELEMENTE DE FIZICA MATEMATICA

In aceastd problemi, vom rezolva cateva ecuatii diferentiale corespunzatoare unor fenomene fizice foarte diferite, care
sunt corelate prin ideea de oscilatie. Oscilatiile sunt surprinse elegant prin folosirea numarului imaginar 4, cu proprietatea
i2 = —1. Cu alte cuvinte, in loc s& folosim numere reale, este mai convenabil pentru noi si lucrdm cu numere complexe.
Exponentialele sunt de obicei asociate cu o crestere sau descrestere rapida. Cu toate acestea, prin folosirea numerelor
complexe, ,cresterea” si,descresterea”’ imaginara pot fi traduse in oscilatii prin identitatea lui Euler:
e = cosf +isinf
(a) (1,5 puncte) Forma obisnuit a principiului al doilea al lui Newton (F = m@) nu mai este valabild atunci cand trecem
intr-un sistem de referintd in rotatie, unde fortele centrifuge si Coriolis trebuie luate in considerare. Principiul al
doilea al lui Newton ia atunci forma:

ﬁ:m(&—&—Qﬁxﬁ-{-ﬁx(ﬁxf’))

Pentru o particuld liberd (asupra sa nu actioneazi nicio fortd externd), aflatd in miscare in planul z — y Intr-un
sistem de referintd care se roteste in jurul axei z cu viteza unghiulara 2, se obtine din principiul al doilea al lui
Newton un sistem de ecuatii diferentiale cuplate:

0 =%+ 20y — Q%x
0=74—2Q&— 0%y

unde punctele reprezinta derivate in raport cu timpul. Definind n = x + 4y, ardtati cd ecuatiile de mai sus sunt
echivalente cu urmitoarea ecuatie unicd (in variabild complexa):

0 =17 — 2 — Q3%

(b) (1,5 puncte) Ecuatia de mai sus este identicd din punct de vedere matematic cu ecuatia oscilatorului armonic
amortizat si poate fi rezolvata presupunénd o solutie de tipul n = aer. Introducand aceastd solutie in ecuatie, ce
valoare trebuie sa ia A?

(c) (2 puncte) Folosind rispunsul vostru de la partea (b) si definind a = Ae?®, unde A si ¢ sunt reale, gasiti solutiile
x(t) si y(t). Aceasta este traiectoria unei particule stationare in raport cu axa de simetrie!.

(d) (1,5 puncte) Ecuatia de difuzie unidimensionald (denumita si ,ecuatia cildurii”) este datd (pentru o particuld liberd)
de:

% _ 0%
ot Oz

in aceastd ecuatie 1) este mirimea fizicd supusi difuziei (de exemplu, temperatura).

O undi unidimensionald poate fi scrisi ca ~ e**® (valorile mai mari ale lui k corespund undelor care produc oscilatii
pe sciri mai mici de lungime). Presupunand o solutie de tipul ¢ (z,t) = Aetkr—iwt exprimati w in functie de k. O
relatie de acest tip se numeste ,relatie de dispersie”.

(e) (1 punct) Ecuatia Schrodinger, dedusd in cadrul mecanicii cuantice nerelativiste, are forma:

) K2 829
th— = ———
ot 2m Oz2
Aici v reprezintd functia de unda a unei particule si se foloseste, de exemplu, pentru a studia densitatea de proba-
bilitate pentru localizarea particulei (,unde este probabil cid vom gisi particula”).
Folosind raspunsul vostru de la partea (d), care este relatia de dispersie a ecuatiei Schrédinger?
(f) (1 punct) Daca energia unei cuante este £ = hw si impulsul siu este p = hk, ardtati ca relatia de dispersie gasitad in

partea (e) se aseamini cu expresia clasicid pentru energia cinetici a unei particule, E = %mv?

(g) (1,5 puncte) Teoria relativititii postuleazs in schimb c& energia unei particule este data de E = v/p2c2 + m2¢c2. In
conformitate cu aceasta, putem incerca sa presupunem o versiune relativista a ecuatiei Schrédinger:

c2 Ot? Oz2 K2

Aceasta este numitad ecuatia Klein-Gordon. Folosind aceeasi presupunere ca inainte, gasiti w in functie de k.

$=0
Nota: Daca sunteti atenti, ar trebui sa obtineti ca existd un spectru continuu infinit de stari de energie care se
extinde pani la —oo 2.
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IDesi nu este necesar pentru aceasta problemi, o altd optiune de solutie presupusa ar fi = BeAt. Puteti testa aceasta
solutie dupa concurs.

2Cateva detalii suplimentare, pe care le puteti citi dup& concurs: Aceastd problemi aparent matematici sugereazi
existenta antimateriei si, in final, ne arata ca trebuie sa formulam teoria cuanticd a campurilor pentru a descrie corect
fizica cuantica relativistd. Un rationament de acest tip a fost folosit din punct de vedere istoric in secolul al XX-lea.



PROBLEMA IV. PENDULUL CICLOIDAL

Fizicianul olandez Christiaan Huygens a proiectat, in secolul al XVII-lea, un pendul al carui studiu teoretic este intere-
sant, mai cu seama prin prisma comparatiei cu pendulul gravitational. Curba descrisa de acest pendul, este o cicloida,
adicd acea curbd descrisd de un punct de pe suprafata unei roti aflate in miscare uniforma. Problema isi propune studiul
unui asemenea pendul, in modelul ideal, fira frecari.

(a)

(e)

(1 punct) Definind ¢ ca fiind unghiul (m&surat in sens trigonometric) descris de raza vectoare a unui punct de pe
o roata ce descrie o rotatie completa, deduceti ecuatiile parametrice pentru coordonatele carteziene ale unui punct
de pe cicloidé, ca functie de parametrul ¢. Se considera ca cercul din care provine cicloida are raza R. Puteti folosi
figura de mai jos ca punct de plecare.

Sursa imagine: Wolfram MathWorld, https://mathworld.wolfram.com/Cycloid.html

(1,5 puncte) Considerati un corp descriind arcul inferior de cicloidi, precum in figura de mai jos. Exprimati energia
totald a acestui corp, cunoscandu-i-se masa m si raza R a cercului din care provine cicloida. Indicatie: transformarea
y — —y transformi cicloida din figura de la punctul (a), care are un punct de maxim, intr-o cicloidd de felul celei
reprezentate in figura de mai jos, corespunzitoare pendulului cicloidal (deci are un punct de minim - punctul de
echilibru).

Sursa imagine: 3piecesuits, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=15668991

(3 puncte) Stabiliti dacd energia totald a corpului se modificd si exprimati matematic concluzia la care ati ajuns.
Efectuand eventual substitutia u = cos &, deduceti perioada acestui pendul.

(0,5 puncte) Comparati rezultatul, precum si modelul din spatele sdu, cu pendulul gravitational.

Substitutia propusa la subpunctul (c) are avantajul de a facilita rezolvarea ecuatiei diferentiale, insi este foarte greu
de interpretat fizic. De aceea, o mai bun& alegere a coordonatelor in functie de care exprimdm pozitia punctului
poate face problema mult mai usor de inteles. Vom cauta sa exprimam pozitia corpului pe cicloida in functie de
distanta, méasuratd pe curba, de la pozitia sa inferioard. Spre a o putea folosi drept coordonata, trebuie si ii oferim
un sens pozitiv, ales arbitrar citre dreapta (altfel nu am sti la care punct, din stdnga sau din dreapta fatd de cel
inferior, ne referim).

(1 punct) Pe fiecare interval infinitezimal de timp corpul se deplaseazd cu viteze practic constante pe cele doud
axe, descriind un segment infinitezimal linear. Exprimati lungimea acestui segment, in functie de raza cercului de
provenientéd si de unghiul ¢.

(1 punct) Folosind o analogie cu relatiile dintre elongatia si viteza unui oscilator armonic, aflati lungimea totald a
unei cicloide.

(1 punct) Rescrieti ecuatia oscilatorului in functie de noua coordonatd (lungimea arcului de curbi, calculata la (e)).

(1 punct) Cunoscand drept conditii initiale coordonata si viteza de variatie a acestei coordonate, exprimati conditia
ca amplitudinea de oscilatie sa aiba sens fizic.


https://mathworld.wolfram.com/Cycloid.html
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=15668991

Observatie: Dupéa cum ati observat in timpul rezolvarii problemei, putem folosi mai multe tipuri de coordonate pentru
a descrie pozitia unui punct pe o curba. Din punctul de vedere al geometriei diferentiale, gasirea unei functii bijective
intre un interval deschis real si o vecinatate deschisd a unui punct de pe curbad se numeste ,parametrizare”. In aceasts
problem& am folosit mai multe parametrizari: prin unghiul ¢, prin variabila w si prin lungimea de arc. Aceastd din urma
parametrizare se numeste ,naturald” sau ,canonica”. Esential este cd ajungem la ecuatia oscilatorului armonic indiferent
de parametrizarea pe care o folosim.
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PROBLEMA V. COLIZIUNI
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(a) Sistemul laboratorului
(b) Sistemul centrului de masa

*In tratarea problemei, folositi conventiile de notare: i/o (in/out) pentru starea de dinainte(de dupi) coliziune; particulele
indexate cu 1 si 2; ”prim” pentru sistemul centrului de masa. Deci:

- impulsuri initiale in sistemul laboratorului: p} ;, P2 ; impulsuri finale in sistemul laboratorului: p1 ., p2,0

- impulsuri initiale in sistemul centrului de masa: ﬁl’i,pa’li; impulsuri finale in sistemul centrului de masa: ﬁ’l,o, }3’2’0

**Sistemul centrului de masa este un sistem de referinta inertial solidar cu centrul de masa al particulelor implicate
in coliziune. El se misci cu o vitezd dati de impulsul total in sistemul de referinta folosit. In sistemul centrului de masa,
impulsul total al sistemului este 0.

Sistemul laboratorului este un sistem de referintd in care se considerd in repaus unul dintre cele doud corpuri (ex.
particula 2-"tinta”).

***Problema se va trata din punct de vedere al mecanicii clasice. Pentru a trece de la un sistem de referinta la altul,
aveti in vedere relativitatea galileiana.

Exprimati rezultatele finale in functie de m1, mo (masele particulelor), viteza v1,; = |01 4.
(a) (1,5 puncte) Exprimati vitezele si impulsurile din sistemul centrului de masa.

(b) (1,5 puncte) Demonstrati ci vectorul vitezei relative este méarime invariantd (nu depinde de sistemul de referintd
ales) si cd modulul acesteia este mirime conservati in urma coliziunii. Demonstrati cd unghiul x prin care viteza
relativa isi schimba orientarea in urma coliziunii este de asemenea invariant.

(¢) (2 puncte) Folositi cantititile invariante de la subpunctul b) pentru a calcula vitezele finale in sistemul laboratorului.

(d) (1,5 puncte) Exprimati unghiurile din sistemul laboratorului: 61,02 de deviere de la directia initiald de miscare a
particulelor si unghiul final dintre ele, .. In ce conditii este acest unghi egal cu 90°7

(e) (1 punct) Exprimati pierderea relativd de energie pentru particula 1 in sistemul laboratorului, ca functie de unghiul

x- In ce conditii transferul de energie de la proiectil la tinta este ideal?

(f) (2,5 puncte) Presupuneti ci particulele de tip 2 formeazi un gaz ce ocupd un spatiu suficient de mare, cu densitatea
volumicd n, la temperatura T. Astfel, coliziunile se intampla aleator, ne-existand o directie preferatd in spatiu.
Presupuneti ca m1 < ma si ca energia initiald a particulei 1 este mult mai mare decat energia termica a gazului.
Ce distantd medie este parcursd in gaz de cétre particula 1, pentru ca energia acesteia sa fie atenuatd péana la
termalizarea cu gazul? Estimati timpul necesar pentru a ajunge la aceasta termalizare.
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PROBLEMA VI. MECANICA CEREASCA

1. Notiuni de baza

Un domeniu de baza al Astrofizicii clasice este mecanica cereasca, ramura ce se ocupéa cu studiul miscarii corpurilor ceresti
si interactiunilor dintre acestea din perspectiva mecanicii clasice. Istoric, aceastd ramura a astrofizicii a aparut in urma
aplicarii, de cétre Sir Isaac Newton, a principiilor mecanicii clasice si a legii atractiei universale pentru determinarea
orbitelor corpurilor ceresti. Newton a demonstrat un set de trei rezultate empirice stiute la vremea respectiva pe baza
noii sale teorii. Aceste rezultate sunt astazi cunoscute sub numele de "legile lui Kepler" si sunt in numaér de trei:

1. Orbitele planetelor in jurul Soarelui sunt elipse, avAnd Soarele intr-unul din cele doua focare.

2. Segmentul ce uneste Soarele cu planeta matura arii egale in intervale de timp egale (viteza areolard este constanta).

3. Patratul perioadei unei planete este direct proportional cu semiaxa mare la puterea a treia.

Formula completd (demonstrata ulterior de Newton), este

2 472a3 (1)
G(m+ M)

unde G = 6.67 - 10~ Nm? /kg? este constanta atractiei universale, iar a se numeste "semi-axa mare" a elipsei. In cele
ce urmeaza, vom discuta despre cateva proprietati geometrice si orbitale ale elipsei.

Din punct de vedere matematic, elipsa se defineste ca locul geometric al tuturor punctelor pentru care suma
distantelor fatd de doud puncte fixe, numite focare, este egald. O reprezentare in coordonate carteziene se regiseste
in Fig.la, iar o reprezentare a unui sistem planetar in Fig.1b. Urmatoarele marimi si relatiile dintre ele sunt relevante
pentru noi:

e @ - semiaxa mare

e c - distanta focala

e e= £ ¢c0,1) - excentricitatea

e rmin=a—c=a(l—e), "Tmaz =a+c=a(l+e), "min + "maz = 2a

2
o F=Fp = G”:—zM = 7%, unde v si  sunt variabile in timp

¢« Ee=m2 E,— GmM E_F, 4+ E,— -GuM

5y — const.

Pentru excentricitati mici, traiectoria se poate aproxima cu un cerc, Soarele este in centrul cercului si miscarea devine
una circulard uniforméa (r = const., v = const.) - vezi Fig.1lc.

Y

F F

Figura 1: a) elipsa in plan; b) traiectoria elipticd; ¢) traiectoria circulara

Pozitia in care corpul de pe orbitad se afla la distanta 7, de focarul in care se géseste corpul masiv se numeste
"perigeu", iar cel opus se numeste "apogeu".

2. Satelit in jurul Pamantului

Se trimite un satelit (de masa neglijabild) pentru a explora Pdmantul, acesta orbitand planeta pe o traiectorie eliptica.
Datele experimentale arata ca satelitul atinge distanta minimé dj,in, = 1500 km si distanta maximé dmaez = 9000 km
de suprafata planetei (a cdrei raza si masi sunt R = 6000 km si M = 5 - 102 kg) - vezi Fig.2. S3 se afle:

(a
(b
(c
(d

(0,5 puncte) Semiaxa mare a orbitei.
(0,5 puncte) Excentricitatea elipsei.

(0,5 puncte) Perioada orbitald, cunoscandu-se G = 6.67 - 10711 Nm? /kg?.

Na NS N

(0,5 puncte) Cunoscand semiaxa si perioada de orbita a Pamantului (ap = 149.6-10% km, Tp = 1 an), si se estimeze
masa Soarelui.
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Figura 2: Traiectoria satelitului

3. Ciocnire cu modificarea orbitei

(3 puncte) Un satelit de mas& m1 orbiteazd o planeta de masa M pe o traiectorie circulard de razi R. Acesta se ciocneste
cu un corp de masa mo care se afla in cadere libera spre acea planeta, pe directia ce trece prin centrul acesteia - vezi
Fig.3. Ca urmare a impactului (despre care vom considera ci are loc practic instantaneu), corpul se alipeste de satelit
si ansamblul 1si va modifica orbita Intr-una eliptica, de distantd la perigeu r, = R/2. Determinati viteza corpului care
loveste satelitul, imediat inaintea ciocnirii.

mz

Figura 3: Cele doua corpuri si vitezele lor imediat inainte de ciocnire

4. Intalnirea unui satelit cu nava-mama

(3 puncte) O nava cosmicd de masd M ce are atasatd un satelit de masi m orbiteazd Pamantul pe o orbitd circulard de
razd 2R, unde R este raza planetei. La un moment dat, satelitul se decupleaza instantaneu si isi continua miscarea pe
o traiectorie elipticd, a carei distanta la apogeu este r, = 16R - vezi Fig.4. In urma acestui proces, nava isi pastreaza
traiectoria initiald. Stiind c& cele doud corpuri (care pot fi considerate puncte materiale) se reintalnesc dupa exact patru
perioade ale navei, determinati raportul maselor m/M.

Figura 4: Cele doua orbite

5. Investigarea unui sistem binar

Un sistem binar este format din doud stele de mase M; si Mz ce orbiteazd in jurul centrului de masa pe traiectorii
circulare - vezi Fig.5, distanta dintre cele dou& corpuri fiind a.

(a) (1 punct) Ar#tati ci, din punct de vedere al perioi;ie]iv} fortei de atractie si energiei potentiale, sistemul poate
1Mo

fi echivalat cu un altul in care masa redusa u = SYPESYEY orbiteazi pe un cerc de raza a in jurul masei totale
M = M; + Mo, aflatd in repaus (masa redusi este neglijabild fatd de cea totald).

(b) (1 punct) Ce conditie trebuie indeplinitd ca un telescop cu diametrul D = 0.61 m si poatd vedea sistemul ca doud
entitiiti diferite (aflate la distanta d = 3 - 1013 km de observator) in lungimea de undi A = 660 nm?
Indicatie. Unghiul minim sub care trebuie sa se vada distanta dintre doud stele pentru a putea fi vizute separat

de un telescop este dat de
A
66 [rad] = 1.22— 2
[rad) = 1.22 @



Figura 5: Sistemul binar

Subiect propus de Mihai Dragomir, Facultatea de Fizicd, Universitatea din Bucuresti (student) si Liceul Teoretic
»Mihai Tonescu”, Bucuresti
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PROBLEMA VII. TURBINE SI ENERGIA SALTULUI HIDRA-
ULIC

Salturile hidraulice sunt fenomene intens analizate in inginerie, hidroenergie si fizica aplicatd. Acestea apar la confluenta
a 2 jeturi cu viteze de curgere diferite. De exemplu, ele pot fi observate la gurile de varsare ale afluentilor raurilor sau
chiar a cascadelor. Energia cineticd in exces se disipd sub form& de energie potentiald (gravitationald) si cdldura (si de
asemenea turbulente hidrodinamice), curentul de apd “sirind” la o inaltime hs, dupd cum se poate observa in desenul
de mai jos.

D
o Salt Hidraulic [~ > (#))
e A
v e
h
(6)) :2
A p 2
s e
at V1 " > \/

1. Intelegerea fenomenului

(2,5 puncte) Calculeazi energia potentiala totala disipatd in urma saltului hidraulic pe lungimea D ca functie
de g, h1 si v1. De asemenea calculeaza si energia totala disipata pe unitatea de masa (specifica), precum si
cea totala ca functie de g, hy si ha.

Se considerd cunoscute: densitatea apei p, viteza vi a jetului de apa inainte de salt, inaltimea initiald/nivelul jetului de
apa hi, latimea zonei paralelipipedice prin care se propagd apa (albia raului), L, lungimea portiunii de albie de-a lungul
careia se produce saltul hidraulic D si acceleratia gravitationalda g. Modelul elementului de volumul de fluid care curge
poate fi aproximat cu unul paralelipipedic. Fortele de frecare/vascozitate fluide se considerd neglijabile, exista pierderi
de cadldurd de care nu ne voma ting in acest subpunct, iar masa de api care curge rAmane constantd (nu existd scurgeri,
fluxul/debitul rdméane constant).

Hint: Considera ca viteza cu care apa curge este una medie.

Pentru aproximarea volumului de apd care curge, precum si a celorlalte marimi ce intra in dinamica sistemului (inclusiv
energia totala a volumului de apa), considerd c& centrul de greutate se afla la jumatatea inaltimii volumului studiat.

2. Turbine de apa si aer

in sectiunea care urmeaza vom evalua fezabilitatea folosirii energiei potentiale disipate in urma saltului hidraulic pentru
punerea in functiune a unei turbine de apa limitatd de randamentul unui ciclu similar celui Carnot sau cel standard (al
turbinei Pelton, utilizatd pentru marile hidrocentrale ce valorifica caderile uriase de apa). Curentul de apid antreneazi
miscarea de rotatie a turbinei in jurul axei sale centrale.

Corpul turbinei (fird mecanismul de fixare si actionare din partea apei) este alcituit dintr-un rotor si spite. In modelul
nostru simplificat vom aprecia rotorul ca un cilindru masiv de razd R, gaurit in interior pentru pozitionarea arborelui,
golul cilindric avand raza r. Pe rotor sunt dispuse uniform, simetric, 8 spite; pentru simplitate, spitele vor avea o forma
paralelipipedica, de lungime 1, 1atime w si grosime d. Suprafata de contact dintre rotor si spite este neteda. Se urmaéreste
ca dupd o perioada scurta de timp viteza unghiulard de rotatie w sd devind constanta, astfel ca miscarea de rotatie sa
fie uniforma si randamentul unei astfel de turbine sa raméana constant.
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(a)

(1,25 puncte). Care este viteza unghiulard de rotatie uniforma w pentru care sistemul ajunge la un
randament de nc = 50% ? Nu integram in calculele noastre reculul initial al spitelor la contactul cu apa. Ne

miscare si la fluxul de apa care aproximativ instantaneu antreneaza spitele turbinei, respectiv, intreaga turbina.
L _ M(R*+r?) o . o . .
Se stie c&: Icijindru = — 55— pentru rotor (fatd de axa perpendiculard pe rotor si care trece prin centrul
acestuia) si pentru o spitd de lungime 1 si latime w, fatd de o axi care trece prin centrul de greutate al
spitei, perpendiculara pe fata definita de laturile 1 si w, I, = %(12 +w?).

Vom presupune acum ca pierderile de cidldura ale jetul de apd, in urma punerii in miscare a turbinei, conduc
la evaporarea unei cantitati de apa Am.

(0,75 puncte). Cat ar trebui si fie cantitatea de apa evaporata pentru ca noul randament si devini egal cu ran-
damentul unui ciclu Carnot in care temperatura termostatului rece (temperatura miniméa, anume temperatura medie
a jetului de apa) este Tp = 300 C'si cea a termostatului cald (temperatura maxima, de evaporare) este T = 100° C?
Care sunt limitele pentru care saltul jetului de apa, Ah = ha — h1, din supozitia procesului termodinamic anterior
ar avea sens fizic? Este fezabil?

Cildura specificd a vaporilor de apa este ¢ = 1.92 kJ/kg K iar cildura latentd de vaporizare este A = 2260 KJ/kg,
iar g = 10 ms~2. Se neglijeazi capacitatea caloricd a cantititii de apa din jet care nu se evapora, a turbinei si orice
fenomen de dilatare termica.

Pentru a ne crea o idee despre potentialul energetic al hidro-turbinelor se intentioneaza imbunatéatirea randamen-
tului final si dezvoltarea unei scheme care utilizeaza eficient cantitatea de apa evaporatd. Astfel, la turbina Pelton
se ataseazd o turbind care urmeaza un ciclul termodinamic asemanator celui Rankine, corespunzator
motoarelor cu abur. Pentru punerea in functiune a unui motor de tip Rankine avem nevoie ca o cantitate de
noua apa Am = 2 kg vaporizata sa fie colectata, vaporii fiind utilizati ca fluid de lucru. In acest caz, sistemul
jet-turbina Pelton cu randamentul dat in b2 cedeazd mediului (si turbinei Rankine) o cantitate de
caldura, care conduce la vaporizarea unei noi cantitati de apa ce va fi utilizata in angrenarea turbinei Rankine.
Aceastd noud cantitate de apd nu intrd in calculele pentru turbina Pelton (cantitate independenta).

Cel mai usor mod de reprezentare a unui ciclu de tip Rankine este redat mai jos : 2 isobare (prima de incal-
zire si ultima de racire), o izocord (de incalzire) si o adiabatd prin care gazul se destinde.

P ry
Pz =P3 ------------------- 2
Pr=F | 1
Vi=V, Vs v,=3v, VY
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(c)

3.

(1,5 puncte). Aflati randamentul echivalent al turbinei Rankine si a sistemului de rurbine inseriate.
Cum este acesta comparativ cu cel al turbinei Pelton de la punctul bl (inainte de evaporare)?

Se cunosc: coeficientul adiabatic al vaporilor de apa v = 1.3 si factorul maxim de destindere a = % = 3, precum
si cele 2 temperaturi de operare (maximi si minima) 73 = T = 100° C si T5 = bT = 3.2 x T (limitare tehnica)
si caldura specifica la volum constant a vaporilor de apa Cy = 3.77K J/kgK. Ecuatia rezultanta se puncteazd maxim.

Turbina
Rankine

V2

in pasul urmitor, ne concentram asupra ciclului ideal Rankine si dorim sa il imbunatétim. inlocuim astfel adiabata
3-4 cu o politropa oarecare de indice politropic n si evaluidm randamentul singular al ciclul "Rankine” proaspat
obtinut.

(2 puncte). Evalueaza acest randament fatd de cel al ciclului de tip Rankine clasic (imaginea 3) si explicati cum
ar trebui sa arate valoarea lui n (metodd analiticd, NU se cere calcul direct) pentru care noul randament atinge un
maxim. Pentru simplitate, egaleazd numairul de moli de gaz (vapori) cu 1 in toate calculele.
In analiza ta, ai in vedere urmaétoarele conditii si justificati alegerea facuta pentru validarea ecuatiei finale.

o n vy

e n >
Caldura schimbatd cu mediul in urma unui proces politrop intre starile finald si initiald ale unui mol de gaz cu
capacitatea caloricd la volum constant Cy, se scrie:
PV — PV

Aonlitrop = C'V(ij - Tl) - n—1

Randamentul turbinei Pelton

(2 puncte) Intr-un caz real, randamentul turbinei Pelton nu este descris de un ciclu Carnot. In aceastd sectiune ne
vom ocupa de calcularea randamentului acestei unice turbine avand in vedere viteza relativa a jetului de apa fata de
turbind. Initial, turbina se afld in repaus si asupra corpului turbinei (asemanat unui solid rigid de raza totala data
Ry = R+ 1) actioneaza jetul care curge cu viteza va. Viteza vy este viteza jetului de apd dupa saltul hidraulic si se
considerd cunoscuta aici. Marcati sistemul de referinta fix, inertial, celui atasat albiei raului.

Asadar, miscarea relativi trebuie analizatd iar modul de antrenare al turbinei urmeazi schema de mai jos, unde v
(tangentiald) este viteza turbinei rigide dupd impactul cu fluxul/debitul masic de apd dupa o perioada de timp. Viteza
relativa a jetului fatd de cea a turbinei rdméane constanta in timp, la fel ca si sectiunea transversald a jetului!

Definim fluxul de api sau debitul masic incident ca masa de api care se propaga de-a lungul raului pe unitatea de arie
(sectiune transversald de indltime hy < 2R si latime 1) in unitatea de timp.
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Care este randamentul np al turbinei Pelton in aceastd configuratie?

Nota
1. Teorema lui Steiner : momentul de inertie al unui solid rigid (format din mai multe componente rigid atasate) fata de
o0 axd paralela cu o axi care trece prin centrul de greutate al corpului, se calculeaza ca I = Iy +md? unde d este distanta
dintre cele 2 axe, m este masa corpului atasat rigid iar Ip este momentul de inertie al corpului (central) fatd de axa
care trece prin acesta. In cazul turbinei Pelton, corpul central este rotorul iar elementele atasate rigid acestuia sunt spitele.

Subiect propus de Diana-Stefania Catand, Facultatea de Fizicd, Universitatea din Bucuresti (student) si ELI-NP,
LDED
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